Progetto di un controllore dinamico

Regolazione e controllo dei sistemi meccanici

Ingegneria Meccanica

Versione Provvisoria del 12 Dicembre 2003.

1 Progetto del controllore

Il progetto di un controllore prevede la verifica contemporanea, da parte di
un sistema chiuso in retroazione, di tutte le specifiche richieste. Presa singo-
larmente ogni specifica richiede che la funzione di trasferimento del guadagno
d’anello abbia determinate caratteristiche.

Descriveremo in modo generale le tecnche di progetto di un controllore per
soddisfare le specifiche tipicamente richieste ad un sistema dinamico, e ap-
plicheremo alcune di queste tecniche al caso specifico del compito del 30/10/2002
di cui diamo una breve descrizione. Il sistema meccanico ¢ riportato in fig.1

e la funzione di trasferimento tra la posizione z(t) della massa m e I'ingresso

u(t) risulta

P(s) _ Ms?+Cs+(K1+K2) _
T Mms*+Cms3+(MK+(K1+K2)m)s2+CKis+K1 Ko~

— s24+s+75
54+53+10755+1000s5+25000

ed ¢ asintoticamente stabile con poli in [—0.02 £ 532.42, —0.47 + j4.85].
Nelle considerazioni che seguono faremo riferimento ad un controllore dinam-
ico descritto tramite la sua funzione di trasferimento espressa nella forma di
Bode:

_Ka

C(s) (s), (2)

s4
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Figure 1: Sistema meccanico assegnato al compito del 30/10/2002.

dove C(0) = 1, ovvero

; 214 7s) T (14225 + 5)

C(s) = :

P o(1+7us) TTHLo(1+ 22 + Z%)’

dove ¢ > 0 e ps+ pd + q > zs + zd affinché sia verificata la condizione di
causalitd; supporremo inoltre che tale controllore sia posto a monte dell’'impianto

nella catena di azione del sistema complessivo chiuso in retroazione unitaria

e negativa, vedi fig.2.
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Figure 2: Schema a blocchi di un sistema P chiuso in retroazione negativa

ed unitaria.

Di seguito riportiamo le specifiche tipicamente richieste ad un sistema mec-

canico distinguendo tra Specifiche Statiche e Dinamiche.
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Figure 3: Schema a blocchi di un sistema P chiuso in retroazione negativa ed

unitaria in presenza di un disturbo sull’uscita con funzione di trasferiemtno

D(s).

1.1 Errore a Gradino, Rampa e Parabola in presenza
di disturbi costanti (Statiche)

I1 segnale errore e(t) a valle del sottrattore in fig.2 ¢ funzione di tutti gli
ingressi del sistema, siano essi riferimenti o disturbi. Supponendo per ora
che sia nullo il disturbo di misura d,,(¢) (il contributo di tale segnale verra

considerato in seguito), la trasformata di Laplace di e(t) risulta

1 P(s) 1

B = 5 empe) ) i e ) T T e

D,(s).

(3)
Si richiede tipicamente che tale errore sia nullo a regime, nonostante la pre-
senza di disturbi (dei quali si conosce il solo contenuto frequenziale) solo in
corrispondenza di particolari segnali di ingresso (permanenti e di tipo polino-
miale nel tempo). Nel caso particolare del compito, D, = 0 e la massa m deve
raggiungere in modo esatto un riferimento di posizione assegnatato, nonos-
tante un disturbo 01 costante. Inoltre, quando sia richiesto l'insequimento di
un profilo di moto lineare del tipo x,;y = At, si deve garantire un errore di
posizione a regime inferiore a 0.1 A. Da notare come in questo caso specifico
il disturbo non e completamente conosciuto ma comunque costante.

Nel dominio della variabile s, qualora fossero verificate le ipotesi del teo-
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rema del valore finale, le specifiche del compito si traducono nella seguente
condizione
0=e(o0) = lin%sE(s).

Consideriamo separatamente il contributo del disturbo e del riferimento.

1.1.1 Contributo del disturbo sull’errore

Nel caso del solo disturbo (costante)

—P
0 = lims E(s) =lims A(S) 1,

dove v indica I’ampiezza del gradino che supponiamo essere non conosciuta.
A prescindere dal numero di poli nell’origine dell’impianto P(s), per avere
errore nullo a regime e necessario inserirne uno nel controllore poiche
—P(s —P(s —s
lim ~ KA( ) zlimfy#:hm'y—:&
s=0 14+ %C(s)P(s) 70 &C(s)P(s) 0 K

solo se ¢ > 1.

Non ¢ infrequente che I'impianto sia descritto tramite due funzioni di
trasferimento, la P(s), relativa all’ingresso di controllo I, e la D(s), quando

sia presente un disturbo A, ovvero
Y(s) = P(s)I(s) + D(s)A(s).

In questo caso lo schema a blocchi e fornito in fig.3 mentre la trasformata

dell’errore del sistema complessivo risulta

1 D(s)
E(s) = —————R —————A(s). 4
&) = 5 eePe) ™ T 1o pe ¢ 4)
Riapplicando il teorema del valore finale al contributo del disturbo otteniamo
D(s)

lim E(s) = lim - .

In questo caso particolare 'azzeramento dell’effetto a regime del disturbo

costante e quindi il numero di poli nell’origine da inserire nel controllore
dipendono da quelli gia presenti in D(s) e P(s) in anello aperto. Le due
funzioni di traserimento condividono parte dei poli (quelli osservabili e rag-
giungibili in entrambe) tra i quali quelli nell’origine; la scelta del tipo del

controllore dipende dalla differenza di numero di quest’ultimi.
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1.1.2 Contributo del riferimento sull’errore

Consideriamo 1l caso in cui il riferimento sia una combinazione di funzioni
polinomiali nel tempo ovvero
Ny

n ti o Z?:r aiSnT—i
r(t) = Zaiﬁ —R(s) =) —= = 0
=0 v

— S(z—l—l) Snr—s—l ’
1=

da cui segue che 'errore a regime ¢ pari a

1 Sy apstT!

1+ EC(s)P(s)  sm*t

limgs_os E(s) = lims_o$

oVVero ‘
n. Nyr—1
D itg a;s"T

snr 4 STLT*‘J*"PK—CAY(S)pop(s)7

lims—>0

avendo posto P(s) = S%p(s) Possiamo distinguere i seguenti casi:

@0 .
KPyC(s)P(s)’

e n, =1 (5) risulta essere limsﬁoHs,q,np

anrsq—nr-&-np

e n, > 1il limite (5) & approssimabile con lim,_o**=*

Dalla precedenti espressioni si deduce che se il valore finale deve essere nullo
allora la scelta di g é legata a nr ed al numero n, di poli nell’origine di P(s)
dalla seguente relazione:

q = ng —np.

Nel caso del compito la funzione di trasferimento dell’impianto non ha poli

1
s

quindi n, = 1) ¢ necessario inserire un polo nell’origine nel controllore (¢ =

nell’origine (n, = 0); pertanto per annullare l'errore al gradino (U(s) =

1). Da notare che il polo nell’origine era stato gid inserito nel controllore per
annullare gli effetti del disturbo (vedi 1.1.1).

Se & richiesto che l'errore a regime sia limitato ma non nullo & necessario
che scegliere ¢ in modo che ¢ + n, = n, — 1. Successivamente, agendo sul
guadagno statico K, e possibile portare I'errore al valore desiderato.

Nel caso del compito veniva richiesto che ’errore in corrispondenza di una

rampa At fosse inferiore a 0.1 A; questo corrisponde a chiedere
1 A A
lim s - — & <0.1A4,
=014+ EGQ(s)P(s)s*  KP(0) ~

ovvero K > 0.1 F,.
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1.2 Specifiche in media e alta frequenza (Dinamiche)

Abbiamo visto come le specifiche riguardanti la risposta a segnali permanenti
(di tipo polinomiale nel tempo), siano essi degli ingressi di controllo o di
disturbo, si riferiscano al solo tipo del guadagno d’anello e al suo guadagno
statico. Nella verifica di queste specifiche sono stati scelti solo K e ¢ della
2. Della C (s) abbiamo detto solo che non modifica il guadagno statico del
controllore ovvero C'(0) = 1.

Le specifiche successive si riferiscono a tutte le restanti frequenze e pertanto

vengono dette in media-alta frequenza.

1.2.1 Robustezza alle variazioni dei parametri

La funzione di trasferimento di un sistema dinamico dipende da tutti i
parametri che compaiono nel modello dell’impianto. L’incertezze sul valore
di un parametro intorno al proprio valore nominale comporta un’incertezza
sulla conoscenza della f.d.t. .
Supponiamo che la funzione di trasferimento dell’impianto sia funzione di un
parametro m: P = P(s,m) .

L’incertezza sull’uscita complessiva Y (s) = %R(s) dovuta al
parametro m sara

Y (s) _0Y(s)OP(s)
AY(s) = om | Am = 9P(s) am | Am,
OVVero c(s) 5P (s
s s
AYE) = G e PemE om | AmEE)
Ne segue che
AY(s) 1 OP(s,m) A
Y(s)  P(s,m)(1+ C(s)P(s,m))  om |~
dalla quale si ottiene
AY (s) 1
B = Zp(s) = B(s) Sels) = Sr(s),

1+ C(s)P(s,m)

3|
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OP(s,m m
dove Xp(s) = a(m : m=mm P(s,m)

aperto e X(s) e il fattore di attenuazione dovuto alla retroazione. Per atten-

e la Sensibilita dell’impianto ad anello

uare il valore complessivo della sensibilitd ad anello chiuso ¥7(s) si deve pro-
gettare il controllore in modo che il modulo di ¥(jw) sia sufficientemente pic-
colo nel range di frequenze considerato. A tal proposito si deve scegliere C/(s)
in modo che |C(jw)P(jw,m)|a > 04. Con questa scelta si ha |S(jw)|a ~
—|C(jw)P(jw, m)|am. Nei diagrammi di Bode questa specifica si traduce in
una zona del piano non permessa al modulo del guadagno d’anello come in

fig.4. Qualora il modulo del solo impianto non fosse sufficiente si pué agire

_ Diagramma delle |
ampiezze

Mg o)
- 5 s

E

Frequenze di interesse

Figure 4: Nella figura viene evidenziata una zona non concessa al diagramma

delle ampiezze del guadagno d’anello, dovuta alla specifica sulla Sensibilita.

su quello del controllore in quanto |C'(jw)P(jw)|law = |C(jw)|a + |P(Jw)]ab-

Per incrementare il modulo del controllore la soluzione non € unica:

e si puo incrementare il guadagno statico del controllore in modo da

sommare in decibel un contributo costante;

e si possono aggiungere degli zeri in bassa frequenza in modo da incre-

mentare il modulo del controllore solo dove € necessario.
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Nonostante le due soluzioni siano identiche in termini di Sensibilitd com-
plessiva, la seconda risultera tipicamente piu conveniente per le specifiche
successive (vedi 1.2.2).

Nel compito si assume che la massa m possa essere variabile nel tempo in
modo non noto, ma che il suo valore possa differire dal valore sopra assegnato
di una quantita non superiore a dm con |[dm|/|m| < 20%, e che queste vari-
azioni della massa avvengano con frequenze non Superiori a %HZ. In queste
condizioni, si deve garantire che il sistema alteri il proprio funzionamento
nominale y corrispondente ad un qualsiasi ingresso di una quantita 6y che
sia limitata da |0y| < 0.01]y|.

Nel caso specifico del compito la specifica si traduce in

’5?;(8)

OP(s) m dm < 0.0L
y(s)

:‘ ) T Pls)m | =

OP(s) m
om  P(s)

in anello aperto che appare nella formula precedente, avendo preventivamente

posto P(s) = 28

Valutiamo adesso il termine = Yp(s) di sensibilita relativa dell’impianto

OP(s) m 0 n(s) md(s) __m ad(s)

Zp(s) = om P(s) - 37771(7)

e, trovando con semplici calcoli

ad(s)
om

= MS4 + CSS + (Kl + K2)82

otteniamo

. Ms*+ Cs* + (K + Kj)s?
 Mmst 4+ Cms? + (MK + (K; + Ko)m)s2 + CKs + K, Ky

EP(S)

In conclusione abbiamo

|5y(8)
y(s)

E(S)ZP(S)H

< 0.01

_| om

andiamo a valutare il massimo valore che il modulo di ¥p(s) assume per
pulsazioni tra 0 e 10rad/sec, facendo il relativo diagramma di Bode:
Si ottiene che maxocy<iorad/sec |2p(Jw)| &= —12db =~ 1/4. Si ha finalmente che

la specifica sara garantita se, nello stesso range di pulsazioni, si garantisce che
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Figure 5: Diagramma di Bode delle ampiezze di

Sensibilit

ificata.

a 1non e veri

N

’

o uguale a 0.2. Cio a sua volta e ottenuto se si realizza un controllore tale
|C () P(jw)] > 6

la funzione di sensibilita dell’anello chiuso X(s) sia sempre in modulo inferiore
specifica che e riportata nella fig.5. Nella stessa figura possiamo notare come

che, nello stesso campo di pulsazioni, si abbia

la specifica non sia rispettata in quanto il modulo del guadagno d’anello

attraversa la zona non permessa.

Per soddisfare la specifica si pud procedere in due modi:

I

e aumentare di un fattore 200, pari a 464, il precedente guadagno statico
del controllore;

e introdurre due zeri in bassa frequenza in modo da decrementare la

pendenza del diagramma per evitare la zona non permessa.

1.2.2 Stabilia, Margini e Approssimazione a Polo/i Dominante/i

stabile (anche se marginalmente) e a

Quando l'impianto dato e

dotto operando direttamente sul

O essere con

N

, il progetto pu

1mnima

fase m
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diagramma di Bode delle ampiezze del sistema in catena aperta, cioe di
C(s)P(s). In particolare affinché il sistema sia asintoticamente stabile i
margini di fase e di ampiezza devono essere entrambi maggiori di zero.

In realtd non sara sufficiente che i margini siano solo maggiori di zero ma
sard necessario che siano maggiori di opportuni valori minimi fissati dalle

seguenti specifiche.

1.2.3 Approssimazione a polo/i dominante/i
Consideriamo il modulo della funzione di trasferimento di un sistema chiuso
in retroazione negativa ed unitaria

Gjw)
1+ G(jw)

G(jw)]

|Ge(jw)| = ‘ T 1+ Glw)

In base all’andamento del modulo della G(jw) nel diagramma di Bode &

possibile identificare tre zone, vedi fig.6:

Bode Diagram
B0 . .
© R S,
; ona 1 : Modulo del
. 5 : Guadagno

Anello

;Z0n33 i / |

Magnitude (dB)

-20

40 Zona 2

-l

10" 10" 10’ 10’
Frequency (radizec)

Figure 6: Suddivisione del diagramma delle ampiezze.

1. zona (1) con |G(jw)|a > 204. In questo caso |1 + G(jw)| = |G(jw)|
per la quale si ottiene |G.(jw)| &~ 1 (in decibel |G (jw)|aw ~ 0);
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2. zona (2) con |G(jw)|a < —204. In questo caso |1 + G(jw)| =~ 1 per la
quale si ottiene |G.(jw)| = |G(jw)| (in decibel |G (jw)|m = |G(jw)|aw);

3. zona (3) con —204 < |G(jw)|aw < 204. In questo caso la |1 + G(jw)|

non puo essere approssimata con nulla.

In base a quest’ultima ripartizione del diagramma delle ampiezze possiamo
approssimare ’andamento del modulo della funzione di trasferiemento in

anello chiuso come segue:

e Per i punti 1) e 2) dell’elenco precedente I'approssimazione € gia in-
dicata. Nella fig.7 'andamento del modulo di G.(jw) (in rosso) segue
quello di G(jw) (blu) quando quest’ultima ¢ inferiore a —204, mentre

e pari a Ogp, nel range di frequenze nel quale |G(jw)|a > 204.

e Nella zona (3) si prolungano gli andamenti del modulo dei punti prece-
denti fino a farli intersecare in un punto (wr o Pulsazione di Taglio),

vedi I’andamento tratteggiato in rosso in fig.7.

Bode Disgram
T —

 Modulo del|
__Guadagno_|
Anellq

_____ r.

RN

1\?10{11110 {le-ll:]:
G(s) in anello—
c}ﬁuso

Magnitude (dB)

=]

i 10 10
Frequency (rad/sec)

Figure 7: Approssimazione a polo/i dominante/i. Andamento del modulo del

guadagno d’anello (blu) e della funzione di trasferimento complessiva (rosso).
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L’andamento complessivo del modulo della G.(jw) é detto a Polo/i Dom-
inante/i in quanto 'andamento che se ne ottiene é di tipo passa-basso con
una singolaritd che "domina” le altre. Se infatti osservassimo 1’andamento
temporale della risposta libera del sistema complessivo potremmo notare che
un modo del sistema permane pit degli altri.

E importante puntualizzare che ’approssimazione a polo dominante risulta
meno valida quando la G(s) ha delle singolarita nella zona (3).

Per noi sono di maggiore interesse i seguenti casi:

1. Il modulo della G.(jw) rimane a zero decibel fino alla pulsazione wr
(pulsazione di taglio) per iniziare a scendere con una pendenza di

—20db/dec. In tal caso parliamo di Polo Dominante e approssimiamo

la G.(s) con
1

1+7s’

Ge(s) = (6)

dove 7 = i Affinché questa aprossimazione sia maggiormente valida il
valore della fase di G.(jwr) (punto del taglio) dovrebbe essere prossima
a —45° (quella che si ha in corrispondenza di un polo asintoticamente
stabile). In corrispondenza della pulsazione di taglio il modulo della
|G(jw)|w=wy = 1 quindi possiamo scrivere

el? e?(1 + cos(¢p) — j sin(p))

Ge(jwr) = 1+ e (1+ cos(9))? + sin?(¢))’ "

dove ¢ ¢ la fase di G(jwr). La fase della (7) pud esser scritta

sin(9)

[G(jwr) = ¢ — arctan 1T cos(@)

(8)
Se la fase di G(jwr) € prossima a —90° la (8) pud essere approssimata
con

sin(—90°)

(G (jwr) = —90° — arctan = —45°.

Da questo si deduce che se il margine di fase risulta prossimo a 90°

(fase prossima a —90°) la fase della G.(jwr) = —45°.

Si ricorda che nel caso valga 'approssimazione a polo dominante il

sistema a ciclo chiuso ha una risposta al gradino monotona con tempo

3

di assestamento T, = 37 = s
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2. 11 modulo della G.(jw) rimane a zero decibel fino alla pulsazione wr
per iniziare a scendere con una pendenza di —40db/dec. In tal caso
parliamo di Poli Dominanti (intendendone una coppia di complessi

coniugati) e approssimiamo la G.(s) con

1
Gc = 3 - 9
(5) 14202 + 2 ®)

L’andamento temporale della risposta al gradino di un sistema con due
poli complessi coniugati dipende sia da wr che da d. Per valutare ¢

consideriamo il modulo di (9) alla pulsazione wr
1 1

|Ge(jwr)| = = S
|1 +262r — <2 209
T

Dalla (7), valida anche in questo caso, otteniamo

. 1 1
|Ge(jwr)| = : = -
\/(1 + cos(¢))? + sin?(¢) 2(1 + cos(¢))
Sostituendo ¢ = —180° + My, dove M; ¢ il Margine di Fase, nella

precedente si ottiene

1 1
GC 'wT = = Mo
el = ety 2ein(D)

In definitiva § = sm(%) Anche in questo caso le proprieta del

sistema retroazionato dipendono dal margine di fase. Per rendere

la verifica pid veloce possiamo notare che sin(z) ~ x almeno per

lz| < 35° = . Quindi per margini di fase inferiori a 70° possiamo
; ~ My o~ Me oo My ; ;
scrivere 0 ~ =5 oppure § ~ <’ ~ 55 se ¢ espresso in gradi.

Per un sistema approssimato con una coppia di poli complessi coni-
ugati dominanti le specifiche tipicamente richieste sono una partico-
lare sovraelongazione percentuale o/e un tempo di assestamento asseg-
nato. Ricordando che nel caso di sistema del secondo ordine la sovrae-
longazione percentuale & legata allo smorzamento (Sy, = 67%), una
specifica sulla S, si traduce nel richiedere un margine di fase min-

imo. Fissato il valore del Margine di fase, e quindi anche quello del §

3

(6 ~ %), il tempo di assestamento risulta T, = 55
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Qualora il margine di fase non fosse sufficiente il controllore deve agire con
un’azione anticipatrice sul guadagno d’anello. Quest’azione corrisponde tipi-
camente all’inserimento di zeri asintoticamente stabili in bassa frequenza.
L’azione di uno zero risulta utile sia per il miglioramento del margine di fase
sia per l'incremento della pulsazione di taglio e quindi del tempo di asses-
tamento (uno zero comporta il decremento della pendenza del modulo del
guadagno d’anello).

Nel compito, nella risposta al gradino si chiede una sovraelongazione molto
piccola e comunque inferiore al 5%, con un tempo di assestamento inferiore
a bmsec = 5-1073sec. La specifica sulla piccola sovraelongazione indica che
sarebbe indicato ottenere un sistema in anello chiuso con un polo dominante,
quindi un margine di fase di circa 90 gradi. In questo caso, il tempo di
assestamento richiesto offre indicazioni sulla pulsazione naturale % =T, <
5-107% — w, > 6-10%. Questa specifica si riflette nel chiedere che il
diagramma delle ampiezze di C'(jw)G(jw) intersechi 1'asse a 0db a pulsazioni
superiori a 6 - 10%*rad/sec.

Iniziamo il progetto della parte dinamica del controllore osservando che,
dovendo essere il taglio in una pulsazione nella quale allo stato attuale si
ha pendenza -3, avremo evidentemente bisogno di una azione anticipatrice di
almeno due zeri a pulsazioni minori per ottenere un margine di fase accetta-
bile. Procediamo dunque a piazzare questi due zeri, prima di eventualmente
provvedere ad aumentare il guadagno statico per soddisfare la specifica sulla
robostezza alla variazione dei parametri.

Dal grafico sottostante si osserva che uno zero posto circa in —1/20 ottiene la

specifica sulla robustezza senza necessita di aumentare il guadagno statico.
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Open-Loop Bode Diagram

100 [T T T T

Magnitude (dB)

G.M.i =407 dB
-80 [ Freq: 41.2 rad/sec -
Unstable loop

| T

0 FrTTTTT T T T T TR

Phase (deg)

-135

-180

P.M.: <0.0103 deg
Freq: 271 rad/sec

-225

107 10° 10" 10° 10° 10 10°

Frequency (rad/sec)

Un secondo zero puo essere utilmente posto in vicinanza della coppia di poli
complessi sottosmorzati, per mitigare il loro effetto risonante. Ponendo ad

esempio lo zero in —50, si ottiene ’andamento seguente

Open-Loop Bode Diagram
100 T T

Magnitude (dB)
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Osserviamo da quest’ultimo diagramma che anche la specifica di banda pas-

sante ¢ soddisfatta, ed il margine di fase di 88 gradi ¢ accettabile.
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1.2.4 Insensibilita in alta frequenza ai disturbi di misura

Riconsideriamo ora la funzione di trasferimento tra il disturbo D,,(s) e

I'uscita Y (s) ovvero

Y($)|r=0di=0.d=0) _ _ C(s)P(s)
D, (s) 14+ C(s)P(s)

Gm(s) =

Per attenuare l'effetto sull’uscita di un eventuale disturbo di misura dob-
biamo ridurre il modulo della G,,(jw) almeno nello spettro di frequenze
nella quali ci aspettiamo che sia siano contenute le armoniche del disturbo
di misura.

Se il modulo del guadagno d’anello |C'(jw)P(jw)|a fosse inferiore a —204,

potremmo approssimare |1 + C(jw)P(jw)| con 1 ottenendo
|G (Jw)lan = [C(jw) P(jw)]ab,

in questo caso la specifica si tradurrebbe in una zona non consentita al dia-

gramma come in fig.8.

Diagramma delle

ampiezze

Frequenze di interesse

Figure 8: Specifica sulla robustezza ai disturbi di misura tradotta sul dia-

gramma delle ampiezze del guadagno d’anello.
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Qualora il guadagno del modulo d’anello non rispettasse tale specifica e
necessario inserire dei poli in alta frequenza per incrementare la pendenza
del diagramma.

L’ultima specifica del compito richiede che il rumore di misura a frequenze
maggiori o uguali di 64K Hz sia reiettato nella misura di almeno lo 1%.
Otterremo questa specifica inserendo nel compensatore un polo, cosa che &
peraltro necessaria per la causalitd del controllore. Ponendo il polo in —10%,

si ottiene il diagramma

Open-Loop Bode Diagram
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I1 controllore risultante da tutte le considerazioni finora condotte ¢ dato da

~3500(1 + 20s)(1 + 0.02s)
B s(141074s)

C(s)



