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+	   Bioprin)ng	  con	  stampante	  inkjet	  

Presen3	  più	  fasi:	  liquido,	  
solido	  e	  gas.	  	  

	  
Necessaria	  modellis3ca	  

mul3fase.	  



+	   Flussi	  Mul)fase	  

Flussi	  bifase:	  	  

Flussi	  trifase:	  	  

Solido	  in	  gas	  (par3celle)	  
Solido	  in	  liquido	  (par3celle)	  
Liquido	  in	  gas	  (gocce)	  
Gas	  in	  liquido	  (bolle)	  

Solido	  e	  liquido	  in	  gas	  (par3celle+	  gocce)	  
Solido	  e	  gas	  in	  liquido	  (par3celle	  e	  bolle)	  



+	   Mul)fase	  in	  Ingegneria	  

Flussi	  Mul3fase	  in	  
Ingegneria	  si	  trovano	  
principalmente	  in	  
Ingegneria	  Chimica,	  e	  
sono	  sta3	  
intensivamente	  
u3lizza3	  per	  
caraJerizzare	  il	  
trasporto	  di	  petrolio	  
(che	  è	  miscela	  gas-‐
liquido	  +	  solido)	  nelle	  
tubature,	  o	  per	  la	  
caraJerizzazione	  del	  
trasporto	  di	  sabbia	  o	  
bolle	  in	  fase	  liquida.	  



+	   Mul)fase	  in	  Ingegneria	  

Ques3	  modelli	  in	  generale	  tengono	  
conto	  del	  contributo	  globale	  della	  fase,	  
dando	  una	  dimensione	  media	  o	  una	  
distribuzione	  alle	  bolle	  dentro	  il	  liquido	  
con	  un	  approccio	  Euleriano.	  

COMSOL	  Mul3physics	  traJa	  ques3	  
problemi	  con	  Bubbly	  Flow	  e	  Mixture	  
Model,	  traJando	  le	  due	  fasi	  come	  fluidi	  
interpenetra3,	  calcolandone	  la	  
composizione	  media	  locale.	  



+	   Modellare	  una	  singola	  goccia	  d’acqua	  in	  aria	  

Si	  può	  usare	  approccio	  level	  set	  o	  phase	  field,	  u3lizza3	  principalmente	  in	  scienza	  dei	  
materiali	  per	  descrivere	  le	  separazioni	  di	  fase.	  U3lizzando	  ques3	  approcci	  si	  può	  
modellizzare	  l’evoluzione	  delle	  singole	  fasi.	  



+	   Level	  Set	  

L’interfaccia	  è	  dove	  φ=0.5	  

Es.	  domini	  con	  diversa	  composizione	  

Rappresentazione	  valori	  f	  nei	  
diversi	  soJodomini	  (φmax=1,	  
φmin=0)	  

φ	  rappresenta	  composizione,	  e	  passa	  da	  0	  a	  1	  nella	  zona	  di	  
interfaccia,	  in	  una	  distanza	  ε.	  



+	   Level	  Set	  

φ	  rappresenta	  composizione	  
	  
ε	  rappresenta	  ampiezza	  zona	  di	  transizione	  -‐>	  valore	  3pico:	  dimensione	  degli	  
elemen3	  della	  mesh.	  In	  par3colare	  è	  costante	  all’interno	  di	  ogni	  dominio,	  e	  di	  
default	  è	  seJato	  come	  il	  massimo	  valore	  della	  mesh	  size	  all’interno	  del	  dominio.	  
	  
γ	  rappresenta	  parametro	  stabilizzazione	  level	  set	  -‐>	  valore	  3pico:	  massimo	  modulo	  
del	  campo	  di	  velocità	  u.	  

1.	  1.	  E.	  Olsson	  and	  G.	  Kreiss,	  “A	  Conserva3ve	  Level	  Set	  Method	  for	  Two	  Phase	  
Flow,”	  J.	  Comput.	  Phys.,	  vol.	  210,	  pp.	  225–246,	  2005.	  



+	   Level	  Set	  

Forma	  conserva)va	  

Se	   Il	  volume	  si	  dovrebbe	  conservare	  nel	  
caso	  non	  ci	  siano	  inlet/outlet.	  	  

Risoluzione	  numerica	  più	  accurata,	  ma	  più	  difficile	  da	  far	  
convergere	  rispeJo	  ad	  altra	  forma	  



+	   Level	  Set	  

Inizializzazione	  

Interno	  del	  dominio	   Esterno	  del	  dominio	  

Transient	  with	  Ini-aliza-on	  

Phase	  Ini3aliza3on	  

Time	  Dependent	  

In	  generale	  solutori	  stazionari	  non	  si	  adaJano	  bene	  al	  problema.	  	  
	  

Soluzione	  

Dwi=	  interfaccia	  iniziale	  



+	   Level	  Set	  

Level	  Set	  +	  Navier	  Stokes	  

Tensione	  Superficiale	  



+	   Phase	  Field	  

Chiamato	  anche	  “Interfacce	  Diffuse”	  (Diffuse	  Interfaces),	  deriva	  da	  teorie	  di	  Van	  
der	  Waals.	  

Invece	  di	  tracciare	  direJamente	  l’interfaccia	  fra	  due	  fluidi,	  	  lo	  strato	  fra	  i	  due	  domini	  
è	  regolato	  da	  una	  variabile	  di	  phase	  field	  φ.	  La	  forza	  di	  tensione	  superficiale	  è	  
incluse	  nella	  Navier-‐Stokes	  come	  forza	  di	  volume,	  mol3plicando	  il	  gradiente	  di	  
potenziale	  chimico	  per	  il	  gradiente	  della	  variabile	  di	  phase	  field.	  L’evoluzione	  della	  
variabile	  di	  phase	  field	  è	  governata	  dall’equazione	  di	  Cahn-‐Hilliard,	  che	  è	  un	  
equazione	  differenziale	  alle	  derivate	  parziali	  (PDE)	  del	  4	  ordine.	  	  
	  
	  
Nel	  level	  set	  l’interfaccia	  fluida	  è	  semplicemente	  trascinata	  dalla	  convezione	  del	  
campo	  di	  velocità,	  la	  Cahn-‐Hilliard	  non	  solo	  3ene	  conto	  di	  effeq	  conveqvi,	  ma	  
inoltre	  assicura	  che	  l’energia	  libera	  totale	  del	  sistema	  tenda	  al	  suo	  minimo	  in	  
maniera	  correJa.	  	  
	  
Il	  metodo	  Phase	  Field	  quindi	  include	  molta	  più	  fisica	  in	  se	  stesso	  rispeJo	  al	  level	  set.	  



+	   Phase	  Field	  

Energia	  Libera,	  funzione	  di	  variabile	  adimensionale	  φ.	  ε	  è	  lunghezza	  
caraJeris3ca	  interfaccia.	  	  

ftot	  è	  densità	  di	  energia	  libera	  

ftot	  =	  energia	  libera	  di	  mixing	  (fmix)+	  elas3c	  energy.	  

Trascuriamo	  in	  questa	  traJazione	  



+	  
Forma	  di	  Ginzburg-‐
Landau	  per	  energia	  
libera	  di	  miscelazione	  

dove	  φ	  è	  la	  variabile	  di	  phase	  field,	  definita	  in	  maniera	  tale	  che	  le	  frazioni	  volumetriche	  
dei	  due	  fluidi	  siano	  definite	  come	  (1+	  φ)/2	  and	  (1−	  φ)/2.	  λ	  è	  la	  densità	  di	  energia	  di	  
miscelazione.	  I	  parametri	  λ	  e	  ε	  sono	  lega3	  alla	  tensione	  superficiale	  σ	  (misurabile),	  
tramite	  l’equazione	  

Phase	  Field	  

Cahn-‐Hilliard	  

POTENZIALE	  CHIMICO	  



+	   Phase	  Field	  

Il	  potenziale	  chimico	  

Chiamato	  anche	  Energia	  Libera	  Molare	  Parziale	  

G	  in	  questo	  caso	  è	  energia	  libera,	  µ	  
potenziale	  chimico,	  N	  numero	  di	  moli	  

P,T	  costan3	  

Potenziale	  chimico	  i-‐
esima	  specie	  

Equazione	  di	  Gibbs-‐Duhem	  



+	   Phase	  Field	  

Cahn-‐Hilliard	  

POTENZIALE	  CHIMICO	  

γ	  è	  “mobilità”,	  ed	  è	  rela3va	  alla	  	  scala	  temporale	  di	  diffusione	  della	  Cahn	  Hilliard.	  Va	  
scelta	  in	  maniera	  tale	  da	  essere	  grande	  abbastanza	  da	  riuscire	  a	  mantenere	  la	  
larghezza	  dell’interfaccia	  costante,	  ma	  non	  troppo	  grande	  da	  smorzare	  i	  contribu3	  
conveqvi.	  

COMSOL	  u3lizza	  un	  parametro	  di	  mobilità	  χ	  che	  lega	  γ	  ed	  ε	  con	  la	  relazione	   γ=	  χε2.	  

Nell’interfaccia	  usualmente	  χ	  è	  seJato	  ad	  1	  	  di	  default,	  mentre	  ε	  è	  preso	  come	  la	  
metà	  della	  dimensione	  massima	  di	  elemento	  di	  mesh	  passante	  per	  l’interfaccia.	  



+	  

Il	  metodo	  Phase	  field	  decompone	  Cahn-‐Hilliard	  
in	  due	  PDE	  del	  2	  ordine.	  	  

Phase	  Field	  

Forma	  non	  conserva3va	  



+	   Phase	  Field	  

Inizializzazione	  problema	  

Risolve	  le	  PDE	  in	  maniera	  tale	  che	  φ	  vari	  in	  maniera	  con3nua	  fra	  -‐1	  e	  +1	  
in	  tuq	  i	  domini.	  

Questo	  processo	  può	  richiedere	  più	  della	  simulazione	  stessa.	  



+	   Phase	  Field	  

Legare	  Phase	  Field	  a	  Navier-‐Stokes:	  

Tensore	  sforzi	  viscosi	  

Energia	  
Elas3ca	  

Equazione	  
conservazione	  
quan3tà	  di	  moto	  

Forza	  di	  Tensione	  Superficiale	  

µ	  equivalente	  



+	  
Al	  lavoro!!	  


