Esame di Controlli Automatici — 08-02-2011

Esercizio 1.

Si consideri il sistema meccanico rappresentato in figura 1. Esso e costituito da una sfera di massa
m posta all’interno di un cilindro cavo e di massa trascurabile posto trasversalmente all’estremita di
un’asta di inerzia J = 2m#? e lunghezza ¢. L’asta ¢ fissata ad una cerniera priva di attrito, mentre la
massa € collegata con una molla di costante elastica K in corrispondenza del punto O e pud muoversi
lungo le pareti interne del cilindro che oppongono un attrito viscoso caratterizzato da un coefficiente
8. 1l dispositivo e attuato per mezzo di una coppia di controllo 7. Indicando con z 1’elongazione della
molla rispetto al punto O e con 6 'angolo di rotazione dell’asta rispetto alla posizione di riferimento, la
dinamica del sistema nel piano verticale ¢ descritta delle equazioni

B{x]_[ —Kz —mgsinf — Bz }
il =

—mg (xcos — £sinf) + 7

dove

Figure 1: Schema meccanico del sistema.

Qualora si consideri il sistema nel piano orizzontale, la dinamica ¢ ottenuta semplicemente ponendo
g=0.

1.A Sideterminino i punti di equilibrio del sistema corrispondenti ad una coppia di ingresso nulla (7 = 0)
e si determini il sistema linearizzato nell’intorno dell’equilibrio con 6 = 0;

1.B Si discutano la osservabilita e la detettabilita del sistema linearizzato calcolato al punto precedente
al variare dei parametri del sistema, considerando alternativamente i casi g =0 e con g # 0, e 0 e
x come misure. Si dia una interpretazione fisica dei risultati ottenuti.

Si considerino adesso i seguenti valori numerici: m = 0.5 Kg, £ = 1 m, K = 2 N/m, b = 8 Ns/m,
g=9.81 m/s?.

1.C Si progetti un compensatore basato su regolatore, che, per mezzo dell’ingresso 7 ed usando la
misura dell’uscita 6, sia in grado di stabilizzare asintoticamente la posizione angolare 6 del sistema
linearizzato nell’intorno dell’equilibrio, garantendo le seguenti specifiche:

e errore nullo a regime per riferimento a gradino;
e tempo di assestamento al 5% inferiore a 1.5 s.

1.D Si realizzi in ambiente Matlab/Simulink una simulazione del sistema linearizzato chiuso in anello
con il regolatore progettato al passo precedente, verificando il soddisfacimento delle specifiche;

1.E Si effettui una simulazione del sistema originale chiuso in anello con il regolatore progettato, realiz-
zando separatamente la dinamica non lineare del sistema di partenza.



Esercizio 2.

Si consideri il seguente sistema dinamico non lineare tempo continuo:
1 = axry —x‘r{’—&—x%
To = —2a2x2 — 22129,
dove a € un parametro reale.
2.A Determinare i punti di equilibrio del sistema al variare di a € R;

2.B Si studi, al variare di a € R, la stabilita dell’equilibrio nell’origine utilizzando eventualmente la
seguente famiglia di funzioni: Vi (w1, z2) = 22 + gmg, conke€Rek>0.



Soluzione

Esercizio 1.

A Tlsistema e descritto da due variabili di stato: la posizione x della massa all’interno del cilindro rispetto
al punto O in cui e fissata per mezzo della molla, e la posizione angolare 6 dell’asta di lunghezza
¢ rispetto alla verticale. Essendo ’equilibrio con ingresso 7 nullo, caratterizzato da & = 0 =0 cosi
come le loro derivate, sostituendo nelle equazioni dinamiche, si ottiene

0=—Kz —mgsinf
0= —mg(zcos — £sinb) .

Ricavando la variabile x dalla prima equazione e sostituendo nella seconda e semplificando oppor-
tunamente, si ha

T = —%sin@
0=sinf (%COSQ—F() .

L’analisi di queste due ultime equazioni permette di concludere che gli equilibri del sistema sono
complessivamente quattro e, indicando con q = [z, 0, &, 6]T il vettore delle variabili di stato che
caratterizzano il sistema, sono:

3. = [0, 0,0, 0]";
@& = [0, m, 0, 0]";

T

B vVm2g?2 — K242 K¢
- arccos | —— |, 0,0|

mg

de = K
T
~ \/m2g? — K202 Kt
e = |————, —arccos( ——— ], 0,0
K mg

L’esistenza degli equilibri . e gy € legata ai valori assunti dai parametri, cioe solo se K¢ < mg.

Detto § = [q1 — G1, g2 — 2, q3, qa)” il vettore delle variabili di stato traslate nel generico equilibrio
q e u = 7 il corrispondente ingresso, il sistema non lineare scritto in variabili traslate e

G =3

Go = da

Qz's _ ! —K (q1 +q1) —mgsin (G2 + ¢2) — B (43 + q3)
da —mg [(G1 + G1) cos (G2 + G2) — sin (G2 + @2)] + @

Il linearizzato scritto in forma di stato, invece, ¢

0 0 1 0 0
G 5 ~ 0 0 0 1]. ol
= AG+ Bu = + i
q=Aq a3 asm ass 0|97 [
a41 Q42 Q43 0 b41
dove,
—3K{ + mgcosq g o 35
as; = ot 2, asg = ~5; (4cosGa + 1 sings), asz = 5
Kt — mg cos G2 g - o
a41:W’ a42:ﬁ(%COSCD-i—(hSlnqz)7 a43:m,
1
Doy = ———— by = ——— .
31 2m€7 41 2m£2

In corrispondenza dell’equilibrio §,, i coefficienti delle matrici A e B diventano



mg — 3K/ 36

= -9 —_°F
asi 2m£ ) a32 g, ass om
Kl —mg g
4] = ———, Q40 =", G43= ——,
T o 2T T o
1 1
b = —_-— b = = .
31 ome’ M T ome2
ovvero,
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0
Aa = mg;i’)[KZ 729 737& ol ’ Ba - W iy
Kl—mg g ,% 0 1
2mi? ¢ 2ml

B Al fine di analizzare la osservabilita del sistema linearizzato calcolato al punto precedente rispetto alle
sue uscite di misura x e 6, si considerino le seguenti matrici delle uscite:

C,=[1000],
Cy=[0100].

La matrice di osservabilita nel primo caso risulta:

1 0 0 0
0 0 1 0
O, = _3K¢ 38 ,
! e . 2 “om 0
38 [ Kl—mi 38, g—3K¢ | 38
T 2m ( 2m$q> Wq qumE + 2m?2 —29

il cui determinante, facilmente calcolabile, & pari a —4g%. Questo equivale a dire che, se il dispositivo
meccanico fosse utilizzato su di un piano orizzontale in maniera tale che la gravita sia bilanciata
dalle reazioni vincolari, allora la matrice di osservabilita diviene:

1

0
01 |g:0 = _3K
g)m, 2m 62

K 3K¢ 3
T 2m24 0 - 2mé 2m?2

1
38

o O O
o O O

o

Essendo il rango di Oy| g—o bari a 2, esiste un sottospazio inosservabile che puo essere descritto dai
vettori della base

T

O _, =
lg=o

o = O
— o o o

(e}

Pertanto, misurando la posizione della massa, non e possibile ricostruire la posizione e la velocita
angolari del cilindro. D’altra parte, si consideri la matrice dinamica del sistema A, calcolata in

g=0:
0 0 1 0
0 0 0 1
Aa|g=0 = _% O _% O
K¢
2mie2 0 2ml 0

La matrice di trasformazione T in grado di portare il sistema in forma standard di osservabilita e

o O o
O = O O
o o = O
— O O O



ottenendo,

0 1 0 0

L 3
9= AaOO Aa() I(()é 2 0 1
0 0

2me? 2mt

da cui si osserva che 4,5 genera modi instabili e quindi il sistema non & detettabile.

Si consideri adesso 'altra uscita di misura, ovvero #. La matrice di osservabilita calcolata utilizzando
C5 come matrice delle uscite e

0 1 0 0

0 0 0 1

Oy = Kl—mg g _B_ 0
2me2 l 2me

B (Ke—mg) _Bg Kt-mg 382 g

2mt 2m#t m 2me? 4m?2¢ ¢

il cui determinante & pari a g*m? — £ (8% + 2Km) g+ K?(? = 0, ed ipotizzando £ # 0, K # 0, m # 0
e 8 # 0, le uniche soluzioni sono

820 + 2Kml) + Be\/(B% + 4K m)
( ) £ 80T |

2m?2

g12 =

Si puo verificare che le soluzioni sono entrambe positive per qualsiasi valore positivo dei parametri
meccanici del sistema. Pertanto, esistono valori realistici per g che rendono il sistema non comple-
tamente osservabile anche a partire dalle misure di 6.

1.C Ai fini del progetto del regolatore, analizziamo numericamente le proprieta di reggiungibilita e
osservabilita del sistema con ingresso 7 e uscita di misura 6 nel caso in cui il sistema meccanico
lavori in un piano verticale, ovvero g # 0. Le matrici numeriche del sistema sono

0 0 1 0 0
2 - - 0 0 0 1 . 0| .
G=AG+BU 1960 1962 —075 o T | 1| T
0 9.81 05 0 1
g=1[0 1 0 0]q,
dove § = [q1, qo, g3, )T = [z, 0, &, 0]T e & = 7. Inoltre, gli autovalori del sistema sono A =

[—1.14452.78, —1.14—32.78, —11.57, 1.84], dai quali si evince che il sistema risulta anche instabile.

La matrice di raggiungibilita e

0 -1 0.75 —0.56
0 1 —-0.5 10.19
-1 0.7 —-0.56 —4.48
1 -05 1019 -5.19

il cui rango ¢ massimo, quindi il sistema e completamente raggiungibile, mentre la matrice di
osservabilita e

0 1 0 0

0 0 0 1

0 9.81 0.5 0
-9.81 —-981 —-0.38 9.81

0=

il cui rango € massimo, quindi il sistema € anche completamente osservabile.

Il soddisfacimento delle specifiche comportano in primo luogo I'inserimento di un polo nell’origine,
in quanto il sistema non ne possiede gia uno. La specifica sul tempo di assestamento si riflette sulla
posizione dei poli dominanti sul piano complesso. In altre parole, si deve garantire che la parte
reale dei poli sia inferiore a —3/T, = —2.



Theta
> ) p| X = Ax+Bu 1 p| X' = Ax+Bu o]
y = Cx+Du Tls y = Cx+Du g
Stepl Compensatore Sys theta

(a) Montaggio del compensatore in catena diretta.
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(b) Montaggio del compensatore in retroazione.
Figure 2: Schemi di montaggio.
In definitiva, scegliendo i poli del sistema in p = [-5 —9 — 10 — 11 — 12]T, una procedura per

ottenere il compensatore basato su regolatore consiste nel calcolare preliminarmente la matrice K
di retroazione degli stati in modo da allocare i poli della matrice A, — B.K in p, dove A, e B, sono
le matrici del sistema esteso, ottenuto aggiungendo il polo nell’origine necessario per rispettare la
specifica sull’errore a regime. Utilizzando la funzione di Matlab K = place(Ae,Be,p), si ottiene:

K=10°[3.03 017 125 —0.09 —0.055 .

Poiche non si ha accesso a tutte le variabili di stato ma il sistema risulta completamente osservabile,
si puo realizzare un osservatore di Luenberger per ricostruire lo stato. La matrice L di iniezione
delle uscite ¢ calcolata in modo che la matrice dinamica dello stimatore A, — LC,, dove C, & la
matrice delle uscite del sistema esteso, abbia autovalori in ¢ = 2p. Sempre impiegando il comando
Matlab L = transpose(place(Ae’,Ce’,q)) si ottiene:

L=10*[0.0082 —0.8166 0.2482 1.4543 3.2354] .

Il compensatore basato sul regolatore appena progettato ha dinamica K (sl — A, + B.K + LC,.) 'L,
e si costruisce con il comando rsys = ss(Ae-Be*K-L*Ce,L,K,0) ovvero, a meno di un segno, con
rsys = reg(Syse,K,L), ove Syse = ss(Ae,Be,Ce,0). La sequenza di comandi Matlab necessari allo
scopo & la seguente:

integrator = ss(1/t£(’s’));

Syse = integrator * ss(A, B, C, 0);

p = [-5 -9 -10 -11 -12];

K = place(sys_e.a, sys_e.b, p);

q = 2%p;

L = place(sys_e.a’, sys_e.c’, q)’;
rsys = reg(Syse, K, L);

kreg = -rsys.c * inv(-rsys.a) * rsys.b;

1.D Uno schema Simulink per la simulazione del sistema linearizzato nell’origine con il compensatore
basato sul regolatore progettato al punto precedente, & riportato in figura 2a.

In figura 3a e riportato ’andamento dell’angolo 6 a partire da condizioni iniziali pari a ¢ =
[0.1 0.1 0 0]7, mentre in figura 3b si pud notare anche l'effetto di un ingresso a gradino unitario che
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Figure 3: Andamenti delle variabile # con schema di montaggio riportato in figura 2a.
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Figure 4: Andamenti delle variabile § con schema di montaggio riportato in figura 2b.

agisce all’istante ¢t = 0 s. Inoltre, la funzione di trasferimento complessiva del sistema cosi realizzato
e

9480427699 (s — 13.25) (s + 3.314) (s — 2.065)(s — 0.3842)(s2 + 0.25 5 + 19.62)

GelS) = (5 560) (s + 50)(s + 40)(s + 30)(s + 2)(5 + 20)(s + 12)(s 1 10)(s + 6)(s + 5)

e, come si puod notare, possiede sia i poli del controllore, allocati con la scelta della matrice di
retroazione K sia quelli dello stimatore allocati con la matrice di iniezione delle uscite L. Gli zeri
invece non sono altro che l'insieme costituito dagli zeri del sistema e gli zeri del controllore.

Un montaggio alternativo, consiste nel porre il compensatore nella catena di retroazione che deve
essere positiva, ovvero secondo lo schema riportato in figura 2b. Le simulazioni sono invece riportate
in figura 4. In tal caso la f.d.t. complessiva risulta

(s —12.61)(s® + 0.25 s + 19.62)(s? + 571.8 s + 1.31 10%)(s% — 301.9s + 7.3 10%)
(s +60)(s 4 50)(s + 40)(s + 30) (s + 25)(s 4 20)(s + 12)(s + 10)(s + 6)(s + 5)

Ge(s) =

In tal caso, i poli coincidono esattamente con quelli associati al montaggio precedente, mentre gli
zeri questa volta sono 'insieme costituito dagli zeri del sistema e i poli del controllore.

Di conseguenza, anche se dal punto di vista della stabilia i due montaggi risultano equivalenti, gli
andamenti della variabile 8, nel caso in cui il riferimento sia diverso da zero, sono differenti nel
transitorio e dipendono dalla tipologia e posizione degli zeri presenti. Le figure 3b e 4b mettono
in evidenza le differenti evoluzioni della variabile # per i due diversi montaggi con riferimento a
gradino unitario.



1E Uno schema Simulink del sistema stabilizzato, rappresentato rispetto a variabili traslate, & riportato
in figura 5.

L E——

x_tilde
MATLAB 4>E|
Function q punto s
. - Theta _tilde
Sistema non lineare Integratore
Integratore 1 in variabili traslate 4@

xdot_tilde

uNL
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u_tilde | y = Cx+Du simoutNL

u_tilde controllore C

Figure 5: Schema Simulink del sistema non lineare stabilizzato con controllore lineare. Il sistema &
rappresentato rispetto a variabili traslate.

Il blocco Simulink Sistema non lineare in variabili traslate contiene la seguente funzione:

function out = SistemaNONLineare(in)

% Ingressi del blocco
x1_tilde = in(1);
x2_tilde = in(2);
x3_tilde = in(3);
x4_tilde = in(4);
u_tilde in(5);

% Costanti del sistema e punto di equilibrio
ParametriSistema;

% Dinamica del sistema
invM = (1/2/m/1°2)*[3%1°2 -1;-1 1];

dot_x1_tilde = x3_tilde;
dot_x2_tilde = x4_tilde;

x34 = invM*[-K*x1_tilde-m*g*sin(x2_tilde)-b*x3_tilde;...
-m*g* (x1_tilde*cos(x2_tilde)-1*sin(x2_tilde)) + u_tilde];

dot_x3_tilde = x34(1);
dot_x4_tilde = x34(2);

% Uscite del blocco

out (1) dot_x1_tilde;
out(2) = dot_x2_tilde;
out (3) dot_x3_tilde;
out (4) dot_x4_tilde;

In figura 6 sono riportati gli andamenti della variabile § per il sistema originale e relative al mon-
taggio del compensatore sul ramo di retroazione.
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Figure 6: Andamenti delle variabile 6 con schema di montaggio riportato in figura 5.
Esercizio 2.

2.A Imponendo le condizioni di equilibrio si ha:

O:xg—i—acl(a—m%)

0= -2z, (xl + a2) ,

SC1:0
.IQ:O

{1‘1:\/& {xlz—\/a

da cui si ricavano i seguenti equilibri:

3?2:0 .’L‘QZO

T = —a’ T = —a’
z9 = ar/a(l — a3) x9 = —av/a(l —a3)

2.B 1l sistema non lineare espresso in variabili traslate £1 = 1 — T1 e Ty = w2 — To rispetto al generico
equilibrio (%, Z2), ¢ dato da

T = (532 + f2)2 + (531 + fl) (a — (.f1 + f1)2)

To = -2 (572 +.f2) (i‘l + T +CL2) .

Linearizzando rispetto a tale equilibrio si ha
4 - |e—3% 21y
LI 23y —2(Zy 4 d?)]

da cui, sostituendo ’origine come equilibrio si ottiene:

a 0
Avo = {o —2a2] '

Impiegando il metodo indiretto di Lyapunov, si deduce che I’equilibrio nell’origine & asintoticamente
stabile (il sistema ¢ localmente un nodo stabile) se a < 0 mentre ¢ instabile (il sistema & localmente
un nodo instabile) se @ > 0. Il caso @ = 0 & inconcludente con il metodo indiretto di Lyapunov.
Per valutarne le caratteristiche di stabilita del sistema in tal caso, si applica il metodo diretto di
Lyapunov. Consideriamo quindi la funzione di Lyapunov suggerita nel testo,



k
Vie(21, x2) :xf+§x§, con keR e k>0
che risulta essere globalmente definita positiva. Derivando Vj rispetto al tempo si ottiene,
Vk(jﬁ, i‘g) = 20121 + kToZs .

Sostituendo le equazioni che esprimono la dinamica del sistema calcolato nell’origine per a = 0,
OVVEro,

T =35 — i}
Tg = —2I1T2,
si ottiene
o ~ (x2 =3 ~ o ~2
Vil(&1, @) = 201 (T3 — &7) — 2kT1 35 .
Ponendo k£ =1,

Vie(Z1, 32) = —22% .

da cui si deduce che V < 0, ovvero semidefinita negativa. L’insieme dei punti per cui V =0 ¢ dato
dall’insieme R = {(Z1, Z2) : 1 = 0}. Le traiettorie del sistema compatibili con la condizione Z; = 0,
ottenute per sostituzione nella dinamica del sistema stesso, si riducono ai punti caratterizzati da
Iy =11 = 0 e xzo = 0, quindi, il massimo insieme invariante si riduce all’equilibrio stesso. Percio, per
Krasovskii il sistema convergera asintoticamente ad esso. Inoltre, poiche la funzione di Lyapunov &
radialmente illimitata, si puo concludere sulla globale asintotica stabilita dell’origine con a = 0.



