Esercitazione Scritta di Controlli Automatici — 9-7-2007

Quesito 1
Si consideri il modello dinamico di un sistema di posizionamento a nastro trasportatore (figura 1).
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Figure 1: Sistema di posizionamento a nastro trasportatore.

Il nastro é azionato mediante un cilindro di raggio Rjy; e momento di inerzia Jy; cui & applicata una
coppia di controllo 7j;. Un secondo cilindro di raggio Ry e momento di inerzia J;, puo essere affetto da
una coppia di disturbo 7. La deformabilita del nastro ¢ modellata con una costante elastica k e uno
smorzamento viscoso b.

Le equazioni dinamiche del sistema relative al modello descritto sono:

JMQM + bRy (RMQM — RL9L> + kR (RMQM — RLQL) =Ty
JLéL + bRy, (RLéL — RMQM) + kRy, (RLQL - RMQM) =TL,
dove 0y e 0, rappresentano le posizioni angolari dei due cilindri misurate in radianti.

1.A Si consideri l'equilibrio del sistema corrispondente ad un carico costante 7, (fissato positivo arbi-
trariamente) e si scriva il sistema in forma di stato relativamente a tale equilibrio. Si studi la
raggiungibilita e 'osservabilita del sistema supponendo di disporre della misura della posizione an-
golare ya; = Ops. A tal fine si faccia riferimento ai seguenti valori numerici Jy; = 107° Kg m?,
Jp =210 Kgm? Ry =210"2m, R, =102 m, k=103 N/meb=1 N s/m;

1.B Si consideri come uscita controllata (oggetto delle specifiche di progetto) la posizione media del
nastro yo = EMM;—RLQ-". Si riportino esplicitamente le f.d.t. tra l'ingresso 7); e le uscite di
misura ys e controllata yo. Si progetti un controllore in grado di stabilizzare il sistema e di
assicurare I'inseguimento di riferimenti di posizione costanti per ['uscita yco con errore a regime nullo.
Disegnare lo schema completo del sistema controllato. Si verifichi il funzionamento dello schema
ottenuto mediante simulazione numerica. Suggerimento: Per il progetto si faccia riferimento allo
schema di montaggio del controllore in catena di retroazione. Fssendo differenti l'uscita di misura
e luscita controllata, si presti particolare attenzione ai coefficienti di scalatura della catena diretta
e di retroazione.

Quesito 2

2.A Si determinino i punti di equilibrio del seguente sistema non lineare e se ne discuta la stabilita al
variare del parametro k € R

i’l = X1T2 — 21’1

To = kxg + 5:c:£x2.



Soluzione

1.A Scelto un valore positivo arbitrario per la coppia di disturbo 7, = 7, si ricavano i punti e la coppia
di equilibrio. Ponendo 6y; =67, =6y =0, =0 si ha

kRM (RMQM — RLQL) =TM
ERr (RpOr — RyvOnr) = 7o,

da cui la coppia di controllo all’equilibrio &

Le posizioni angolari dei due cilindri all’equilibrio, sono legate dalla seguente relazione
Gy = Plg, L

Ry KRRy’
pertanto per ogni valore di §;, = 67, si ha il corrispettivo valore 8, per la posizione angolare del
cilindro controllato. Traslando il sistema rispetto al generico punto di equilibrio calcolato, il vettore
di stato diviene 6 = [0n — 00 Or — 0 Ou éL]T, ed il sistema assume la forma

0 = Aj + Bry
yn = Carf
con
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A=| kR} kRyRr _bRY% wRuyR.|, B=1|1
T JInm JInm JInm Jm
kRyR;, _ kRL  bRyR;, _ bRI 0
Jr Jr Jr JrL
Cy = [1 0 0 O] ,
e Ty = Ty — Tay- Sostituendo i valori numerici riportati si ottiene
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A= —410¢ 21040 —40 20| B |0%]>
104 -510% 10 -5 0
da cui le matrici di raggiungibilita
0 10° —4 108 —3.82 10°
0 0 109 9.55 108

R=[B AB A’B A*Bl= |05 ;706 _38910° 3510 10" |-

0 10° 9.55 108 —8.7975 10°

e di osservabilita

Cu 1 0 0 0

o_ |CuAl _| 0 0 1 0

= loumA?| T |-4100 2104 —40 20
Cy A 1.810° —910° —3.8210* 1.91 10*

Entrambe risultano a rango pieno, dunque il sistema ¢ completamente raggiungibile ed osservabile.
p , q p
1.B L’uscita controllata yo = W si puo esprimere mediante un’altra matrice d’uscita

Co=[%r £ 0 0.

Le due funzioni di trasferimento tra l'ingresso 7); e le uscite di misura y,; e controllata yc sono
rispettivamente
5% 4+ 5s +5 10°
s2(s? +45s + 4.5 10%)
5%+ 10s + 10*
s2(s%2 + 455 + 4.5 10%)°

Gu(s) =10°

Go(s) =103



Si vede che il sistema presenta due autovalori complessi coniugati a parte reale negativa (—22.5 +
210.9355) e due autovalori nulli dovuti alla presenza del doppio integratore. Il sistema non & quindi
stabile e necessita di una stabilizzazione, mentre il requisito di errore nullo a regime per riferimenti
costanti risulta automaticamente soddisfatto (il sistema ¢ di tipo 2).

La stabilizzazione si ottiene mediante un controllore basato su regolatore. Calcoliamo una ma-
trice di retroazione statica degli stati K in grado di allocare i poli della matrice A — BK in p =
102 [70.75 -06 —-3+0.75; —-3-— 0.75j}. Utilizzando il comando Matlab K = place(A,B,p)
si ottiene

K= [1.20946 —0.17442 0.0069 0.01173} .

Per ricostruire gli stati cui non abbiamo accesso, realizziamo un osservatore di Luenberger. La
matrice di iniezione delle uscite L & calcolata in modo che la matrice dinamica dello stimatore A —
LC'y; abbia autovalori ¢ = 2p. Impiegando il comando Matlab L = transpose(place(A’,Cm’,q))

si ottiene
1.425 103

5.54325 103
6.15375 105
1.9040625 105

L =

Il compensatore ha dunque dinamica C(s) = K (sI — A+ BK 4+ LCy;)”" L e puo essere ottenuto
con il comando Matlab Cs = ss(A-B#K-L*Cm,L,K,0) ovvero, a meno di un segno, con Cs = reg(sys_m,K,L),
ove sys_m = ss(A,B,Cm,0).

Poiché 'uscita di misura differisce da quella controllata, dovra essere effettuata una opportuna sca-
latura del guadagno della catena diretta e di quella di retroazione. Nel caso classico di montaggio del
compensatore nella catena di retroazione e di presenza di almeno un integratore nella catena diretta,
I’errore nullo a regime si garantisce semplicemente normalizzando ad 1 il controllore e spostando
il suo guadagno statico in catena diretta (in modo da lasciare inalterato il guadagno d’anello).
Nel caso in cui le uscite misurata e controllata differriscano, il guadagno d’anello dovra sempre
rimanere inalterato in modo da lasciare immutate le proprieta di stabilita, ma la normalizzazione
del controllore sara diversa. Sostituiamo quindi al controllore C(s) il controllore Cy(s) = %:) con
K, costante di normalizzazione da determinare. Tale costante sara poi inserita come guadagno
nella catena diretta (vedi schema completo in figura). Si fa notare che lo schema relativo al sistema
traslato nell’equilibrio non presenta il canale del disturbo essendo esso costante.

Ge .

Gce(s) yc
> [ 1]
+ y ’\»K “—Pp Gm ym >
Step K_0 Gm(s) ym

Rsys [«

C_0(s)

Poiché il sistema a ciclo chiuso é stabile, possiamo applicare il teorema del valore finale alla funzione
di trasferimento che esprime l’errore di inseguimento del riferimento in yco. La trasformata di
Laplace di tale errore & Ec(s) = R(s) — Yo(s) con R(s) trasformata del segnale di riferimento.Si
ha inoltre

B Gu(s)K
Yuls) = 13 GAY(S)KOOCO(S)
Yo(s) = Geo(s)Ko (R(s) — Co(s)Ya(s)),

R(s)



da cui si ottiene, esplicitando la presenza dei due integratori

B i , _ 5—1200(5)K0G3\1(5)
Ec(s) = (1 T2 Gols) Ko (1 1+ S%GM(S)KOCO(S))> e

(4 G (s)Ko
(- Frettmam)

Applichiamo il teorema del valore finale nel caso di ingresso a gradino R(s) = %

lir% sEc(s)

L’errore risulta quindi nullo se
. _ Gul0)C()
TG0
Nel caso in esame risulta Ko = 6.1345.

L’uscita controllata y¢ in risposta ad un gradino unitario é riportata nella seguente figura.
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Come si vede 'uscita insegue perfettamente il riferimento a gradino. Ovviamente cid non accade
nel caso dell’uscita di misura che ammette un errore finito a regime al gradino (vedi figura).
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2.A Per determinare i punti di equilibrio del sistema dato, si deve risolvere il seguente sistema di equazioni

algebriche:
0= I (CL’Q — 2)
0 = xo(k + 5z?).
Scegliendo dalla prima equazione la soluzione x; = 0 e sostituendola nella seconda, si ottiene

xok = 0. Nell’ipotesi k # 0, si ricava x5 = 0, mentre nell’ipotesi k = 0 il valore della variabile x»
risulta indeterminato. Scegliendo invece dalla prima equazione la soluzione zo = 2 e sostituendola

nella seconda, si ottengono i valori 21 = £,/ %‘“‘ con la condizione k < 0.

In conclusione, gli equilibri del sistema sono i seguenti:
1 = 0
{ 5 = 0 per k#0

{ r1 =0 per k =0 e Ty generico

To9 = T2

— | =k

T =E/ 3 per k <O0.
T = 2

Linearizzando le equazioni del sistema & = f(z) nell’intorno del generico punto di equilibrio (Z1, Z2),
si ottiene:
A= (‘9f o |: T — 2 1 :|
= 5= = 2
oz (@1.,3) 10122 Kk + 527 (21,52)

La matrice A valutata nell’origine (z1,2z2) = (0,0) con la condizione k # 0, diventa
-2 0
=[]

e possiede gli autovalori A\; = —2 e Ay = k. L’origine risulta pertanto asintoticamente stabile se k£ < 0 e
instabile se k£ > 0.

Nel caso dei punti di equilibrio (z1,x2) = (:I:, / _?k 2), con la condizione k < 0, la matrice A diventa:

B 0 71
A= [ 207 k+5:zi{}’



ove per semplicita di scrittura si sia posto genericamente T; = +,/ %k Il polinomio caratteristico p(\)

di A ¢ dato da
p(A\) = A — (k+527) A — 20z7.

Sostituendo i due valori per Z1, si ottiene p(\) = A% + 4k, che ha radici reali A\; » = +2v/—k (ben poste
essendo k < 0). Entrambi i punti di equilibrio (x1,z2) = (:t, / _?k', 2> risultano quindi instabili poiché il

sistema linearizzato possiede un autovalore positivo.
Infine nel caso della retta di punti di equilibrio (z1,z2) = (0,Z2) e con k = 0, la matrice A diventa

. To—2 0
A= 0)

e possiede gli autovalori Ay = T —2 e Ay = 0. I punti di equilibrio (z1,22) = (0,Z2) con Tz > 2 risultano

pertanto instabili, mentre nulla si puo concludere circa la loro stabilita per o < 0. In tal caso & necessaria

un’analisi mediante funzione di Lyapunov. Facciamo uso della seguente funzione candidata di Lyapunov
1 1

V(Jil,l‘g) = 51‘% + 5 (CL‘Q — i‘z)z .

La derivata totale rispetto al tempo &
V=L;V=a? (523 — @2 (52 — 1) — 2),

che risultera essere al pitt semidefinita negativa se 5r3—x2 (52 — 1)—2 < 0. I punti in questione potranno
quindi essere al pitt marginalmente stabili. L’asintotica stabilita, d’altronde, & esclusa dalla natura stessa
di insieme denso di punti di equilibrio. Se si considera 'insieme H = {(xl,xg) ER? |21 =0, 22 < 2},
risulta infatti evidente come non sia mai possibile individuare un intorno aperto Wz, per ogni Z3 € H,
tale che tutte le traiettorie aventi origine in esso convergano a Ts. A tal fine ¢ sufficiente prendere in
considerazione le traiettorie aventi origine nell’insieme Wz, N H.

Per quanto riguarda il punto estremo di tale semiretta di equilibrio, cio¢ il punto (0,2) con k = 0, esso
sard sicuramente instabile come si puo dedurre dalla definizione di stabilita alla Lyapunov. Non & infatti
possibile per esso definire un e-intorno di stabilita per traiettorie che hanno origine in un §-intorno. Si
vede, dal sistema linearizzato precedente, che tutte le traiettorie che hanno origine in (0, Z2) con Zg > 2
sono divergenti.

Analizzeremo, quindi, i punti dell’insieme H e, data la natura di eventuale semplice stabilita di detti
punti, considereremo la disuguaglianza 53 — x5 (572 — 1) —2 < 0 in modo stretto. Questa diseguaglianza
¢ verificata per xé <z < x5 ove

BTy —1— /(5% —1)* 440

z2 10
. BB —14+4/(5T2— 1) +40
:'UQ - 10 .

Esiste quindi un insieme, funzione dell’ordinata di equilibrio Z2, U(Z2) = {(z1,22) € R? | 2 < 25 < 23}
nel quale V' < 0. Dobbiamo appurare per quali valori di Zo risulta valere o € U (s‘cg) Solo per essi si
potra parlare di marginale stabilita. Risolviamo quindi il sistema di disuguaglianze x4 < oy < 25:
5y — 1 — /(522 — 1)* + 40 < 10z,
5%y — 1+ /(522 — 1)% + 40 > 10z,
Dalla prima abbiamo
— (5Za 4+ 1) < /(5T — 1)* 440

che risulta automaticamente verificata se 5Z2 + 1 > 0, cioé per Ty > f%. Mentre se To < f% il primo
membro risulta positivo e possiamo elevare al quadrato entrambi i membri ottenendo

(522 +1)° < (525 — 1)> + 40

cioe
To < 2.



Quindi per Tz < 2, limitazione gia presente nell’insieme H, x5 < Zp. Verifichiamo ora la seconda
disuguaglianza
(525 — 1)® +40 > 5%y + 1.

Anche in questo caso se Tg < —% la disuguaglianza risulta verificata automaticamente. In caso Tg > —%

possiamo quadrare entrambi i membri e ottenere
(522 — 1)* +40 > (525 + 1)*

cio¢ ancora una volta
To < 2.

In conclusione per Zy < 2 V < 0 in U(Zs). I punti (1, 22) € H sono quindi marginalmente stabili.



