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Modi

Matrici e relativi modi:

( −2 0
0 −2

)
, e−2t

( −2 1
0 −2

)
, e−2t, te−2t

( −2 + i 0
0 −2 − i

)
, e(−2+i)t = e−2t(cos(t) + i sin(t))

( −2 1
−1 −2

)
, e−2t

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
,

MODI.m

Trasformate di Laplace

siano m = 1Kg, M = 19Kg le masse, K1 = 103N/m, K2 = 4102N/m le
elasticità, C1 = 10Nsec/m e C2 = 19Nsec/m i coefficienti di smorzamento
viscoso.

{
mẍ1 = −K1(x1 − x2) − C1(ẋ1 − ẋ2) + u
Mẍ2 = K1(x1 − x2) + C1(ẋ1 − ẋ2) − K2x2 − C2ẋ2.
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Se trasformiamo entrambe le equazioni della dinamica nel dominio della vari-
abile complessa s, e supponiamo il sistema inizialmente rilassato, otteniamo:{

ms2X1 = −K1(X1 − X2) − C1(sX1 − sX2) + U
Ms2X2 = K1(X1 − X2) + C1(sX1 − sX2) − C2sX2 − K2X2.

Ricavando X2 dalla seconda equazione e sostituendolo nella prima e con-
siderando come uscita y = x1 si ottiene,

Y (s) = Ms2+(C1+C2)s+(k1+k2)
mMs4+(C1(m+M)+C2m)s3+((k1+k2)m+C2C1+Mk1)s2+(C2k1+k2C1)s+k2k1

U(s)

Sostituendo i valori numerici si ottiene

Y (s) =
(1400 + 29s + 19s2)

19s4 + 219s3 + 20590s2 + 23000s + 400000
U(s)

Come varia y(t) al variare dell’ingresso?
ESERCITAZIONE

Antitrasformate di Laplace

DISPENSE

F (s) =
s + 2

s(s + 1)2
=

a

s
+

b

s + 1
+

c

(s + 1)2

F (s) =
1

s(s2 + s + 1)
=

a

s
+

b

(s2 + s + 1)
, NO!

L[eσt sin(ωt)] =
ω

(s − σ)2 + ω2

L[eσt cos(ωt)] =
s − σ

(s − σ)2 + ω2

F (s) =
1

s(s2 + s + 1)
=

a

s
+

b(s + 1
2
) + c

(s + 1
2
)2 + 3

4

,

F (s) −− > f(t) = H(t) − e−
1
2
t cos

(√
3

2
t

)
− 1√

3
e−

1
2
t sin

(√
3

2
t

)

Altra tecnica (DISPENSE)

F (s) =
s + 2

s(s + 1)2
=

a

s
+

b

s + 1
+

c

(s + 1)2
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a = sF (s)|s=0 = 2
c = (s + 1)2F (s)|s+1=0 = −1

b = d
ds

(s + 1)2F (s)
∣∣∣
s+1=0

= −2
(1)

Altro esempio

F (s) =
1

(s + 1)2(s − 2)3

Antitrasformate Z

DISPENSE

Z
[

t!

p!(t − p)!
λt−pH(t)

]
=

z

(z − λ)p+1

F (z) =
z − 1

(z + 1)2
= z

(
−1

z
+

1

z + 1
+

2

(z + 1)2

)

Z
[
ρt sin(θt)

]
=

z
ρ
sin θ(

z
ρ

)2 − 2
(

z
ρ

)
cos θ + 1

Z
[
ρt cos(θt)

]
=

(
z
ρ

) (
z
ρ
− cos θ

)
(

z
ρ

)2 − 2
(

z
ρ

)
cos θ + 1

F (z) =
z + 1

z2 + 4
−− > f(t) =

1

4
δ(t) − 1

4
2t cos(

π

2
t) +

1

2
2t sin(

π

2
t)

Antitrasformate e risposte ad ingressi?

Data u(t) ingresso di un sistema vorrei conoscere y(t), uscita del sistema.
Invece che fare prodotti di convoluzione si calcola la G(s) del sistema e si

L-trasforma l’ingresso. Sappiamo che Y (s) = G(s)U(s), si calcola il prodotto
e si antitrasforma Y (s) con tecniche dei fratti semplici, in y(t) compaiono i
termini dovuti ai modi del sistema e i termini dovuti all’ingresso.
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mẍ = −kx − bẋ + u (2)

Considerando il vettore delle variabili di stato z =

(
x
ẋ

)
e come uscite la

posizione della massa m si ottiene

ż =

(
0 1

− k
m

− b
m

)
z +

(
0
1

)
u

y =
(

1 0
)
z

(3)
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